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Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Locala -2015 Maramures

Clasa a Xll-a varianta Il

sinx+cosx

1.a) Calculati [ dx, x € (o, g) a>0.

e*+acosx

b)Daca f:[0,1] = R este o functie continua sin € N,n > 2, aratati ca

2 folf(x)dx - nfolfz(x”)dx <

2n—-1"

2. Fie functia f:(0,00) > R, f () = (1 +3) n =220

x2

”@) = 2In5 +~.
2 2

Sa se determine primitiva F a functiei, stiind ca F (

3. Fie G un grup cu n elemente si p cel mai mic divizor prim al lui n. Sa se arate ca grupul G este

abelian daca si numai daci pentru orice a, b € G existi k € {1,2, ...,p — 1}, astfel incat ab = b*a.
G.M.6-7-8/2014
4. Fie (G,”) un grup si multimea H,, = {x € G/x™ = e},n € N.

a) Sa se arate ca H, este subgrup al lui G daca si numai daca xy = yx,V x,y € H,.
b) Daca p este un numar prim cu proprietatea ca H,, are cel mult p elemente atunci H,, = {e}

sau H,, este un subgrup al lui G izomorf cu (Z,, +).

Timp de lucru 3 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.

Subiecte selectate si prelucrate de:
. prof. Pop Vesel Floare, Lic. Bogdan Voda, Viseu de Sus

prof. Gherasin Gheorghe, Lic. Regele Ferdinand, Sighetu-M.
prof. Giurgi Vasile, C.N. Dragos Voda, Sighetu-M.
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sinx+cosx

1. a) Calculati [ 2 gy, x € (o, g) a>0.

b) Daca f:[0,1] = R este o functie continud sin € N,n > 2, aratati ca
2[1F)dx —n [ FR(x™)dx < —2—
0 0 — 2n-1

Barem de corectare

Le*+acosx)—1(e*—asinx
a a 1

dx ==-x — %ln(ex + acosx) + C,C € R...3p

e*+acosx a

a) Avem [ = [
b) In | 01 f(x)dx facem schimbarea de variabild x = t™....1p. Inegalitatea din enunt devine

fol[x"_l — f(x™]?dx = 0....2p. Finalizare..1p

4 3_
2 Fie functia f: (0,0) - R, f(x) = (1 +o)
Sa se determine primitiva F a functiei, stiind ca F (%g) = 2In5 + g

Barem de corectare:

!

(x) =] x- 1 In| x? +2x _2 + 1 Cu schimbarea de variabila t = x— 1 avem
2 3p
X ...3p. X

X X
G(t) = [ In(t? + 2t + 2)dt......... 2p. Integrand, prin parti, obtinem
G(t) =tn(t? +2t+2) -2t +In(t?* +t +2) + 2arctg(t + 1) + ¢,c €R.

Astfel rezulta

x2+x—1, x*+2x3-2x+1  2(x%-1)
x

F(x) = —In +2arctg%+2....3p

e
3.Fie G un grup cu n elemente si p cel mai mic divizor prim al lui n. Sa se arate ca grupul
G este abelian daca si numai daca pentru orice a, b € G exista k € {1,2, ...,p — 1}, astfel incat
ab = b*a.
G.M.6-7-8/2014
Barem de corectare:
Daca G este abelian, atunci ab = ba,V a,b € G, evident k = 1.....1p. Daca n par atunci

p=2=>k=1=ab=ba,VabceGqG..lp

Daca n impar atunci avem cazurile
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1) p este numar prim impar
Pentrua=e= (1) b=bK1<k<p-—1..1p
Fiec € G,ord(c) = p = ¢P = e. Inlocuind In (1) obtinem ord(c) = p — k, contradictie cu
minimalitatea lui p. Decik =1 = ab = ba,V a,b € G......1p
i) n este numir prim, atunci x® = e,V x € G....1p. Din ab = b¥a, pentrua=¢ =
b = b*, de unde ord(b) < k — 1 < n, contradictie.....2p
4.Fie (G,) un grup si multimea H,, = {x € G/x™ = e},n € N.
a)Sa se arate ca H, este subgrup al lui G daca si numai daca xy = yx,V x,y € H,.

b)Daca p este un numar prim cu proprietatea ca H,, are cel mult p elemente atunci H,, = {e} sau

H,, este un subgrup al lui G izomorf cu (Z,, +).
Barem de corectare: a)
H, este subgrup al lui G, iar x> = e,V x,y € H, = H, este abelian.....1p
Daci x,y € H, = (xy)? = xyxy = x?y? = e = xy € H,....1p
Daci x € H, = x? = e = x~! = x € H,. Deci H, este subgrup.....1p

b)Daca H,, # {e}, fie x € H, — {e} = x? = e = ord(x) = p (p este prim)...1p. De aici
{e,x,x?,..,xP7'} c H, = |H,| = p, ....1p, dar din enun{ H,, are cel mult p elemente, deci
{e,x,x?,..,xP~1} = H,...1p. Finalizare ....1p



